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Цель работы
Ознакомиться с известными аналитическими и численными детерминированными методами многомерной безусловной оптимизации, получить опыт решения многомерной оптимизационной задачи, приобрести навыки использования математических программных средств для решения многомерных экстремальных задач.

1 Задание
Требуется решить оптимизационную задачу аналитически и одним из численных методов в соответствии с вариантом.
	Численное решение задачи необходимо реализовать в виде программы на языке MATLAB или Python (по выбору обучающегося) и произвести анализ полученного решения. Для одномерной оптимизации рекомендуется использовать функции одномерной оптимизации языка MATLAB или Python.
Вариант задания
	Задача
	Метод
	a
	b
	c

	A
	метод ABC (пчелиной колонии)
	2
	3
	4



Задача А. Серый Волк находится в точке A и хочет оживить Ивана-Царевича, находящегося в точке B. Оба они находятся между реками с мертвой и живой водой, текущими параллельно друг другу. Как Волку добраться до Ивана кратчайшим путем, набрав по дороге сначала живой, а затем мертвой воды (рис.1)?
[image: ]
Рис. 1. Поясняющий рисунок к задаче

2 Описание оптимизационной задачи
Серый Волк находится в точке A(xA;yA) = A(0;а) = A(0;2) и  хочет оживить Ивана-Царевича, находящегося в точке B(xB;yB) = B(c;b) = B(4;3). Оба они находятся между реками с мертвой и живой водой, текущими параллельно друг другу (рис. 1). Волк должен добраться до Ивана кратчайшим путем, набрав по дороге сначала живой воды в некоторой точке С(x1;0), а затем мертвой воды в некоторой точке D(x2;4).
Целевой функцией в данной задаче является длина пути, который должен пройти Волк, т.е. длина ломаной ACDB:

.






Можно предположить, что абсциссы точек С и D расположены между абсциссами точек А и В, т.е.

,

,
поэтому решение следует искать в квадрате 0≤x1≤4, 0≤x2≤4.


3 Аналитическое решение
Найдем аналитическое решение задачи.
Целевая функция задачи имеет вид:

.
Найдем стационарную точку функции методом Ферма:









					 (1)

Из первого уравнения, считая , находим:



Подставляя  во второе уравнение системы (1), получаем:








Получаем два решения:  и .






Для первого решения , поэтому это решение отбрасываем, получаем , 
Проверяем, что градиент функции в найденной точке равен нулю:


Вычисляем гессиан целевой функции в найденной точке:

	.
Проверяем знакоопределенность гессиана:

	
Проверка показывает, что гессиан положительно определен, следовательно, получена точка минимума – решение задачи: 

.
	Строим полученную оптимальную траекторию движения:
[image: ]
Рис. 2 – Оптимальная траектория Волка




Задача имеет геометрическое решение: пусть ломаная AСDB – траектория Волка (рис.3). 
[image: ]
Рис.3
Проведем прямую y=-4, симметричную прямой у=4 (реке с мертвой водой) и построим также точки D' и B', симметричные точкам D и B относительно прямой y=0 (оси абсцисс – реке с живой водой) (рис.4). 
[image: Изображение выглядит как небо

Автоматически созданное описание]
Рис.4

Точка D' будет иметь координаты D'(x2,-4), точка B' - координаты B'(xB,-yB).
При этом, очевидно, длина ломаной ACDB будет равна длине ломаной ACD'B'. 
Построим теперь точку B'', симметричную точке B' относительно прямой y=-4 (рис.5).
[image: ]
Рис.5

Точка B'' будет иметь координаты B'(xB,8-yB).
При этом, очевидно, длина ломаной ACD'B'' будет равна длине ломаной ACD'B', т.е. равна длине ломаной ACDB – полной длине траектории Волка. 
Поскольку в задаче требуется найти для Волка кратчайшую траекторию, то это эквивалентно отысканию кратчайшей ломаной ACD'B'', соединяющей точки А и В''. Такой ломаной, очевидно, является отрезок прямой линии, соединяющей точки А(0;уА) и B''(xB;-8+yB). Уравнение этой линии:

	.
Отсюда оптимальное значение х1 находим как ординату точки C* пересечения этой прямой с осью ординат:

	,

	

Оптимальное значение х2 находим как абсциссу точки пересечения D* этой прямой с прямой у=-4:

	

	
Полученное решение совпадает с решением, найденным методом Ферма.
4 Программная реализация
Для программной реализации решения на языке MATLAB создаем скрипт, реализующий решение задачи заданным численным методом оптимизации – методом АВС (пчелиной колонии). Скрипт строит линии уровня целевой функции и точки популяции, полученные после трех первых и последней итерации.
Листинг скрипта:
% Иван-Царевич и Волк
% Задача A, метод ABC (пчелиной колонии)
%
tic;  % запускаем секундомер
a=2;b=3;c=4;  % параметры задачи
xA=0; yA=a;   % точка А
xB=c; yB=b;   % точка В
% целевая функция
L = @(x1,x2) sqrt(x1.^2+4)+sqrt((x1-x2).^2+16)+ ...
             sqrt((x2-4).^2+1);
% параметры метода АВС
eps=0.0001;  % точность поиска
tmax=15;  % макс. число неудачных попыток
s=50;  % кол-во разведчиков
B=10;  % кол-во «отличных» участков
G=10;  % кол-во «хороших» участков
b=10;  % кол-во фуражиров на «отличный» участок
g=10;  % кол-во рабочих пчел на «хороший» участок
R=1;   % начальный размер окрестности участка.
A=0; B=5;  % границы поиска 
% сетки для графиков
aX1=linspace(0,5,100);
aX2=linspace(0,5,100);
[X1,X2]=meshgrid(aX1,aX2);
Z=L(X1,X2);
% метод АВС
Q=0;
TRACE=[];  % траектория движения
% Шаг 1. Выбираем s случайных точек на [A; B] в мн-во X
X=A+(B-A)*rand(s,3);
X(:,3) = L(X(:,1),X(:,2)); % вычисляем оценки
% Шаг 2. Выбираем xm – точку из X с min. Ц.Ф.
X=sortrows(X,3);
xm1=X(1,1); xm2=X(1,2); fm=X(1,3);
while true
  % Шаг 3. Задаем счетчик t = 0.
  t=0;
  while t<tmax
    % Шаг 4. Выбираем из X точки x1..xB с min. значением Ц.Ф. 
    % и записываем в мн-во XB.
    XB=X(1:B,:);
    % Шаг 5. Для каждого xi (i=1..B) выбираем b случайных точек 
    % из [xi+R; xi–R] и записываем в мн-во Xb.
    Xb=zeros(B*b,3); j=0;
    for k=1:B
      for i=1:b
        tx1=XB(k,1)+(2*rand()-1)*R;
        tx2=XB(k,2)+(2*rand()-1)*R;
        tF=L(tx1,tx2);
        j=j+1;
        Xb(j,:)=[tx1,tx2,tF];
      end
    end
    % Шаг 6. Выбираем из X\XB точки x1..xG с min. значением Ц.Ф. 
    % и записываем в мн-во XG.
    XG=X(B+1:B+G,:);
    % Шаг 7. Для каждого xi (i=1..G) выбираем g случайных точек 
    % на [xi+R; xi–R] и записываем в мн-во Xg.
    Xg=zeros(G*g,3); j=0;
    for k=1:G
      for i=1:g
        tx1=XG(k,1)+(2*rand()-1)*R;
        tx2=XG(k,2)+(2*rand()-1)*R;
        tF=L(tx1,tx2);
        j=j+1;
        Xg(j,:)=[tx1,tx2,tF];
      end
    end
    % Шаг 8. Выбираем s–B–G случайных точек из интервала [A; B] 
    % и записываем в мн-во Xs.
    Xs=A+(B-A)*rand(s-B-G,3);
    Xs(:,3)=L(Xs(:,1),Xs(:,2));
    % Шаг 9. Объединяем множества X = XB+XG+Xb+Xg+Xs.
    X=[XB;XG;Xb;Xg;Xs];
    % Шаг 10. Выбираем x* – точку из X с min. значением Ц.Ф.
    X=sortrows(X,3);
    % Шаг 11. Если L(x*) < L(xm), xm = x*, переходим к шагу 3.
    if X(1,3) < fm
      xm1 = X(1,1); xm2=X(1,2); fm=X(1,3);
      TRACE=[TRACE; [xm1 xm2]];
      Q=Q+1; 
      % строим графики для первых итераций
      if Q<=3
         figure('color','w')
         contour(X1,X2,Z,20);
         hold all
         plot(X(:,1),X(:,2),'ok', ...
              'MarkerSize',5,'MarkerFaceColor','k')
         grid on
      end   
      break;
    end;
    % Шаг 12. cсчетчик неудач t = t + 1
    t=t+1; 
    % Шаг 13. Если t < tmax, перейти к шагу 4.
  end
  % Шаг 14. Если R < eps, завершить алгоритм.
  if R<eps, break, end;
  % Шаг 15. R = R/2, перейти к шагу 3.
  R=R/2;
end
% график для последней итерации с точкой минимума
figure('color','w')
contour(X1,X2,Z,20);
hold all
plot(X(:,1),X(:,2),'ok', ...
     'MarkerSize',5,'MarkerFaceColor','k')
plot(xm1,xm2,'or','MarkerSize',8,'MarkerFaceColor','r')
grid on
% выводим решение задачи
disp('Решение:')
xm1   % оптимальное значение х1
xm2   % оптимальное значение х2
TRACE  % траектория поиска
toc;  % выводим время выполнения работы





Результат выполнения программы:
[image: ]
Рис.6 - Линии уровня целевой функции и точки популяции, 
полученные после первой итерации.
[image: ]
Рис.7 – Линии уровня целевой функции и точки популяции, 
полученные после второй итерации.
[image: ]
Рис.8 – Линии уровня целевой функции и точки популяции, 
полученные после третьей итерации.
[image: ]
Рис.9 – Линии уровня целевой функции и точки популяции, 
полученные после последней итерации.

Решение:

xm1 =

    1.1429


xm2 =

    3.4286


TRACE =

    1.1561    3.4346
    1.1417    3.4322
    1.1455    3.4261
    1.1403    3.4266
    1.1432    3.4263
    1.1451    3.4302
    1.1429    3.4288
    1.1428    3.4287
    1.1428    3.4286
    1.1428    3.4286
    1.1429    3.4286
    1.1429    3.4286
    1.1429    3.4286
    1.1429    3.4286

Elapsed time is 0.823092 seconds.

Время выполнения программы – 0,8 сек, получено численное решение: точка минимума целевой функции x1= 1.1429, x2=3.4286. Численное решение совпадает с аналитическим. Можно заметить, что с каждой итерацией все больше пчел оказываются все ближе к точке минимума. 

5 Выводы

В результате выполнения лабораторной работы было получено аналитическое и численное решение поставленной оптимизационной задачи: . 

Для поиска численного решения методом ABC (пчелиной колонии) была разработана программа на языке MATLAB. С помощью программы получено решение , которое с заданной точностью 0.0001 совпадает с аналитическим. Объем программы составляет 117 строк, время выполнения программы - 0.7 с.
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